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3. MULTIAGENT DYNAMIC MERGING
ALGORITHMS,�1/:;����b#��!"%D8YN�!��Hh�u.�+! / A��.�#'1/+��+!)=�!�����B#'"�YN�4�&.[2h+&)�Q32�1A.�2h2X�&"

�! @�'�4�!HJ(k.�+!<O7�>J#'�4H.-0 A���&�'����H0/C#'2��s+�7�#'1/<K�& 6"%+� />�#'1/+��P+!)�#'2�1/"C#��&"%D
1/�XHJ1A:B1AH�>��! / @(6YXQ-�kQ-+!>� AHo /1AD��P#'+K��wO.�1A���B#' @(o.�+�<O7�>J#'�1-& /�4�0�'�W#'2��
+�7J#'1/<K�! �"%+! />�#'1/+��b)M+!�=#'2���"'�!<O�-#��&"%D?Q32����b1@#=1/"sd8��1/�������J��.�>J#'�4H
d6(g�! / �#'2����!�!���6#'"K�&#b#'2���"'�&<O��#'1/<O��Sg�-2�1/"O1A"?#'2��^"%1@#'>��&#'1/+��
Q32��[�'�U�k�!�'+�>�7�+&)E�&�����6#'"-#'2��&#��& @�'�4��HB(K.�+�<O7�>�#'�4H2-& /�4�&�'���4Hb#'2��
+�7J#'1/<K�! C"%+! />�#'1/+��+!)��b"%78��.�1@}�.P#��&"%D^1/�h1A"%+! A�&#'1/+���FG"%1/���� /�?�!�!���6#
#��!"%D�L�YB�&�XHO��+4Q�H���.�1iHJ�\#'+PHJ+U#'2��3"'�!<O��#��!"%D?#'+����[#'2�����FG<*>� @#'1A�&9
�����B#I#��&"%D�L�SI�-2��-�!�����B#'"IQ-�!�6#I#'+����J7� A+!1@#I#'2���1@��7��'1/+&��DJ��+4Q3 A��H����
�!d8+!>�#�#'2���"%1/���! A�k�&�����6#�#��&"%DK#'+?��wO.�1/���6#' @(u.�+�<O7�>�#'�1-0 /�4�&�'�K#'2��
+�7J#'1/<K�! 8"%+� />J#'1A+!��)M+!��#'2��\<*>� @#'1i�&�����6#-#��&"%D8S�]^+!�'��)M+!�'<K�! / @(6Y6Q-�
Q-+!>� AHO /1AD���#'+k.�+�<O7�>�#'�1-0 /�4�&�'�O#'2��3+!7�#'1/<K�! X78+! /1A.[(O),+!�=#'2��3<*>� /9
#'1A�!�!���6#W]^`Ua ��1/:;����#'2��W+!7�#'1/<K�! 3"%+! A>J#'1/+���"K),+&�^"%1/���� /�h�!�!���6#
]^`�a�"�SRl~�K.4�!���! /"%+h�'�� A�&�m#'2��K7��'+�d� /��< �&�XHp"'��(~Q=�uQ=+�>� AH
 /1/D;�-#'+U.�+!<O7�>�#'�3-& /�4�&�'�?#'2��-+!7�#'1/<K�! J78+� /1/.�(P),+!��<*>� @#'1i�&�����6#I#��&"%D
��1/:;���~+��� @(~>�7�78���P�&�XHR /+4Q-�[�?d8+!>���H�"�+��R#'2��b:!�! />��?),>���.�#'1/+���"
+!�b�!.�#'1/+!��:!�! />��u)M>���.[#'1A+!��"?+!)3#'2��K"%1/���! A�^�!�!���6#*#��!"%DB"�S4,�1/:;���
d8+�>��XHJ"�+��R#'2��b:!�! />��*)M>���.�#'1/+���"k+&�P�!.�#'1/+��~:��& A>��*),>���.�#'1/+!��"k+!)
#'2��="%1A���� /�3�!�!���6#�]^`�a�"�Y;"%��:;�[���! B2���>J�'1/"$#'1A.�"s.��!�*d8�=>�"%�4Hk#'+�}X��H
�U78+� /1/.�(P),+&��#'2���<*>� @#'1A�!�!���6#�]^`�aEY;2�+0Q=��:;���4Y!#'2���"%��78+! /1A.�1A��"-�&�'�
>�"%>��! / @(^"%>�d�9_+�7J#'1/<K�! GS

�-2��=d8������}�#�+!)8>�"%1/���UHB(J�X�!<O1/.�<O���'��1/����1/�*<*>� @#'1i�&�����6#I"$(J"$#'��<O"
1/"�#'+W"%78���4H~>�7R.�+�<O7�>J#'1/���5-0 /�4�&�'��1A���^#'2��*+�7�#'1/<K�& �78+! A1/.�(R1/�m�
<*>� @#'1i�&�����6#O]^`�a�d6(m���J7� /+!1/#'1/���#'2���7J�'1A+&�ODB��+4Q3 /�4H��!�W�&d8+�>�#
"%1/���! A���!�!���6#?#��&"%DB"�SR]^+!�'��+0:;���4Y�1@#*.�+�>� iHmd8�O>�"%��),>� =#'+W�'�4HJ>�.��
#'2��b�!<O+�>��6#U+!)-.�+�<O<?>���1/.4�0#'1/+��o�'�4�6>�1@�'�4Hh),+!�P.�+6+&��H�1/�X�0#'1/+��m1/�
<*>� @#'1i�&�����6#37� i�&����1A����YBQ32����^#'2��U<O+BHJ�� 5+!)E#'2��U���B:B1@�'+���<O���B#=1/"
DB��+4Q3��S

�=+���"%1AH����-�U.�+� / /��.�#'1/+��u+!)Bl �!�!���6#'"�Y6�4�&.[2O+&)NQ32�1/.[2O2��!"��! @�'�4��HB(
.�+!<O7�>�#'��H.-� A���&�'����H?#'2��-+!7�#'1/<K�! J"%+� />J#'1A+!�WFG+!�s>�7�78�����&�XH* /+4Q-�[�
d8+�>��XHJ"�+!�b#'2��3+�7J#'1A<K�& �"%+! A>J#'1/+��5LE),+&����"%78��.�1@}X.3#��!"%D8Y6<O+BHJ�� /�4H
d6(��R"$#��&�XH��0��H�]^`UaIS � +0Q�Y�#'2���"%� l �!�!���6#'"KH���.�1AHJ��#'+~78�[�%9
),+&�'< #'2�1/"�#��!"%D�#'+����[#'2����W�!�XH�Q=+�>� iH� /1/D;�h#'+g.�+�<O7�>�#'�1-0 A���&�'�
#'2�� I +�1/�6#^+!7�#'1/<K�! \78+� /1/.�(�+!)�#'2�1A"u<*>� @#'1i�&�����6#O#��&"%D5Y3<O+BHJ�� /�4H
d6(m�W<?>� @#'1A�!�!���6#?]^`�aESI�-2���]^`�az),+&�O�!�!���6#eu\1/"bHJ��}X���4H~�&"
687 ��teQ ��`t.���*t.����t.���*t<��SgT{��#'2���<?>� @#'1A�!�!���6#K]^`�a�+!)�#'2��
.�+!<O78+�"%1@#'�3<*>� @#'1A�!�!���6#�#��&"%D8Y;#'2��3"$#��&#'�3"%7��!.��\1/"-�U"%>�d�"%��#�+!)5#'2��
I +!1/�B#�"$#��&#'�k"%7X�&.��P+!) l|�!�����B#'"?FGd8��.4�&>�"%�k"%+�<O�k"$#��&#'�P:!�&�'1A�!d� A��"
�&�'��1A��H���78���XH����B#=+!)E#'2��U�&�����6#'"[L�YJ#'2��U�&.�#'1/+���"%7X�!.���1A"-#'2�� I +�1/�6#
_ �-2���"%�?#{Q-+u.4�!"%��"U.�+!�%�'��"%78+��XHo#'+KQ32����o#'2��P<O+BH��� C+!)s#'2��P���J9
:B1@�'+���<O���B#4c "\HJ(J���!<O1/.�"�1/"�DB��+4Q3�o�&�XH�Q32����W#'2���<O+BHJ�� N+!)�#'2��
���B:B1@�'+���<O���B#4c "�HB(J�X�!<O1/.�"�1/"3>���DB��+4Q3��S



�&.�#'1/+���"%7X�!.��W+!),l �!�!���6#'"�Y=#'2���#%���!��"%1@#'1A+!��7J�'+�dX�&d�1/ /1@#'1A��"K�!�XH
�'�[Q��&��HJ"*�0�'�b)G�&.�#'+!�'1A�! 3�&�XHRH���}����4Hh),+!� I +!1/�B#P"$#��0#'��"*�&�XH I +�1/�6#
�&.�#'1/+���"U�!"4M�),+&���! / E"$#��0#'��"*1@��1(3�N8�g�!��H^),+&�U�& A E�!.�#'1/+���"*0�N �PY
�,+-.- / Q�� rt�� _ �,+

'
- ' - ' / �&�XHg�*+-.- / Q�� rt�� _ �*+

'
- ' - ' / S�T{��#'2��W�& A�!+!9�'1@#'2�< 7��'+�78+!"%�4H^1/�^#'2�1A"3"%��.[#'1A+!��YXQ=�k�!"%"%>�<O�U#'2X�&#��'�[Q��&��HJ"��0�'�

��+��J9{�����;�0#'1/:;��)M+!�K�& A �#%���&��"%1@#'1/+���"�Sgl~�^�& A"%+~�!"%"%>�<O��#'2X�0#*#'2��
"$(J"$#'��< 1/"�),>� / /(�+�d�"%���':!�!d� /�U#'+b���!.�2o�!�!���6#4S

�����U�&7�7��'+��!.�2u#'+P.�+!<O7�>�#'1/���5-& /�4�0�'��1/���k#'2��\+�7J#'1/<K�! 878+� /1/.�(O)M+!�
#'2��b<*>� @#'1i�&�����6#�#��&"%DQ=+�>� AH~d8�?#'+oH�1@�'��.�#' @(78���%)M+!�'<|:��& />��b1@#%9
�[���&#'1/+��.-ov�9{ /�4�0�'��1/���u#'+^"%+! A:��1-& /�4�0�'�m#'2��b<?>� @#'1A�!�����B#k]^`�aESCq
<O+&�'�*��wb.�1/���6#k�!7�7��'+;�&.[2hQ-+!>� AHR<K�&D;�k>�"%�b+&)�#'2��*���J1/"$#'1/����"%+!9
 />J#'1A+!��"kFG+!�3>�7�78���\�&�XHu A+4Q=���\d8+�>���H�"�+!��#'2���"%+� />�#'1/+���"[L=+!)E#'2��
.�+!�%�'��"%78+!�XH�1/���*"%1/���! A�U�!�����B#�#��&"%DB"=#'+?"%+! /:;�1-& /�4�0�'�^#'2��\.�+!<O78+�"$9
1@#'�W<?>� @#'1A�!�!���6#O#��!"%D8S�T{��#'2��^),+! A /+4Q31/���m#{Q-+~"%>�d�"%��.[#'1A+!��"�Y-Q=�
1/�6#%�'+BH�>�.���7� A�&����1/���b�!��H^ /�4�&�'��1/���O�& A�!+!�'1@#'2�<O"�)M+!��H�+�1/���*#'2�1/"�S

3.1 Planning AlgorithmT{�g7� A�!����1/���JY����!.�2��&�����6#ODB��+0Q3"P#'2��u.�+�<O7� /��#'�u�!�XHg�&.�.�>����0#'�
<O+BHJ�� 8+!)�#'2������B:J1@�'+!��<O���6#4c "-HB(����!<O1/.�"�Y;#'2���#%���&��"%1@#'1/+��^7J�'+�d��&9
d�1/ A1@#'1/��"=�!�XH*�'�[Q��&��HJ"�+&)N"%1A���� /���!�����B#-]^`�a�"=�&�XH?#'2����'��)M+!�'��Y6#'2��
.�+!�%�'��"%78+!�XH�1/���*<*>� @#'1i�&�����6#�]^`�aESJ�-2��\��+;�& �1/"=#'+P.�+!<O7�>�#'��#'2��
+!7�#'1/<K�! N78+� /1/.�(u),+&�\#'2���<*>� /#'1A�&�����6#�]^`�aES

T{�*#'2�1/"s.4�!"%�!Y6Q-�3.4�!�O>�"%�\�!�O�& A�!+!�'1@#'2�<�dX�&"%�4Hb+��O+!���37��'+!78+�"%�4H
d6(W�J1/���!2h�!��Hh�=+�2��m�/� � �E#'+b}��XH�#'2��P+!7�#'1/<K�! I +!1A�6#�78+� /1/.�(^)M+!�
#'2��h<*>� @#'1A�!�!���6#u"$(�"$#'��<WSe�J1/����2j�&�XHz�=+�2��z�!"%"%>�<O�W#'2X�&#^�!�
�&�����6#�DB��+0Q3"�#'2��P+�7�#'1/<K�& E"%+� />�#'1/+!��"OFG+!�U<O+!�'�P�����������! GY�>�7�78�[�
�&�XHu A+4Q=���\d8+�>���H�"�+!��#'2���+�7�#'1/<K�& N:!�! />���),>���.�#'1/+���"[Ls),+&���P.�+� @9
 /��.[#'1A+!�o+!)I"%>�d�9�#��!"%DB"�F_]^`�a�"[L-�!��HuQ-+!>� AH^ /1/D;��#'+b.�+�<O7�>J#'��#'2��
+!7�#'1/<K�! s"%+� />J#'1A+!�m),+&�?#'2��O.�+�<O78+!"%1/#'�b#��&"%DR+&)3���J��.�>J#'1A���^#'2���"%�
"%>�d�9�#��!"%DB"o"%1/<*>� @#��!����+�>�"% @(6S �-2���(f7��'+�78+!"%�g��HJ(J���!<O1/.~7J�'+!9
�&���!<O<O1/���k�& /��+!�'1@#'2�<�#'+k���J7� /+!1/#s#'2��\�&�����6#4c "=DB��+4Q3 /�4HJ�����!d8+�>J#
#'2���"%>�d�9�#��!"%DB"�#'+k��wO.�1/���6#' @(O.�+!<O7�>�#'�-#'2���+!7�#'1/<K�! �"%+� />�#'1/+!�u)M+!�
#'2��-.�+!<O78+�"%1@#'�-#��!"%D8SIa�"%��>�H�+!9_.�+BHJ�-),+&�s#'2�1/"��! /��+&�'1/#'2�<e1A"�"%2�+0Q3�
1/�oq\ /��+!�'1@#'2�< ��S

���
	�����
����� � ]^+BH�1@}��4H����! />���T_#'�����&#'1/+��Wq� /��+&�'1/#'2�<
�HM3T{��1@#'1A�! /1/Z��KF��B1*NO�sL
� M������
� �"!$#&%�' rt�� _)( J+* t �,� t.- % t ��&M0/ � �
� �"!21 rt�� _3( J)* t �
� t4- % t ��bM�56�,�)��!$5
� M3T{��1@#'1A�! /1/Z��>1
�&M 87�9:7<;=�
� M � � �,�)��!>#&%�' +HVHW@? -BA �
1 -./DC +-.-</.E F + -.-./3GIH � � �,� 3 �
J���&M /��D�
� ��!>#&%�' +HVHW@? -BA � 1 -./KC +-<-./+E F + -.-./=G�H /��L�,� 3 �
J��M M 5��
� �"!2NO%QP&56�,�)�3RS1 -</ C +-.-./ E F + -<-./ G�H /"���
� 3 �,JT #&%�'LU V@WV? -BA 1 -</KC +-.-./.E F + -<-./4GWH � � �,� 3 �
J���&M 1mQ 143 N �g"%>�.[2u#'2X�&#0X 0
N��>�1C��Yb� +-.-</ZY %
�!�HM0[V\ ���,� �! /�!+!�'1@#'2�<y.�+!�J:����'����"

�-2�1/"��& /��+!�'1@#'2�<�#'�[�'<O1A���&#'��"bQ32�����+!�� @(�+���� I +�1/�6#��!.�#'1/+!���'��9
<K�&1/��"b),+&�u�4�!.�2 I +!1/�B#K"$#��0#'��Y3+!�OQ32�����#'2��^���!�����o+&)k�! / I +�1/�6#
�&.�#'1/+���"\)M+!���!�6(u"$#��&#'�P�&�'��d8+!>���H��4HKd6(^�?7X�&���&<O��#'����]�S
T{�~#'2��b}��'"$#��W"$#'��7�"k+&)�#'2�1/"*�& /��+!�'1@#'2�<WYEQ-�KHJ��}X���O>�7�78�[�P�!�XH
 /+4Q-�[��d8+!>��XHJ"�+��^#'2���:��& />���)M>���.[#'1A+!�W+!)I#'2��U<*>� @#'1i�&�����6#�]^`�a
HJ����+&#'�4Hg�!"�^@�o�!��H`_a�W�'��"%78��.[#'1A:��� @(6Y=�&�XHm1/��1@#'1A�! /1/Z��^#'2���< �!"
_Z�b�1C�*Qcb�0�d rt�� _ _ t� �1 t ��YE�!��He^@�b�1C�*Qf� rt�� _ ^ t� �1 t �bFg^ t� �!�XH_ t� �&�'�K#'2��K>�7�78���*�!��Hm A+4Q=���bd8+!>��XHJ"?+!�p#'2��K:��& />��O),>���.�#'1/+��
+&) 6 7 � t L�S^l~�K�! /"%+h.��'�4�0#'�K#'2��O1/��1@#'1A�! -"%��#P+&)�78+!"%"%1/d� /� I +�1/�6#
�&.�#'1/+���"s)M+!����:;���%( I +!1/�B#�"$#��&#'�!SITV�b"$#'��7�" ���!��Hb�JY!#'2�1/"��! /��+&�'1/#'2�<

dX�&.[DB"\>�7^#'2��k>�7�78�[���&�XHW /+4Q-����d8+�>��XH�"\+��W#'2��k:��& A>��k+!)s.�+�<b9
78+�"%1@#'�3"$#��&#'��"�>�"%1A���k��),+&�'<�+&)5�4�6>X�0#'1A+!�W��S�q\"�"%>�.�.���"%"%1A:��\d��!.�D69
>�7�"����&�%�'+4Q�#'2��3>�7�78�[�=�&�XHb /+4Q-���=d8+�>��XH�"s+��O"$#��0#'��"�Y6#'2��3"%��#=+!)
�!.[#'1A+!��"�#'2X�0#s�&�'��.�+!��"%1AH����'��H*1/�*�4�&.[2b"$#��0#'�3�&�'��7J�'>�����H?d6(k�� /1/<b9
1/�X�0#'1A�����&�6(k�!.�#'1/+!�?Q32�+!"%�=>�7�78���Cd8+�>���H�:��& A>��=1/"IHJ+�<O1/�X�0#'�4H�dB(
#'2��sd8��"$#I /+4Q-�[��d8+�>���HU:��& />��=+&)�"%+!<O��+&#'2����I�!.�#'1/+��P1/�P#'2��=�&.�#'1/+��
"%��#k+&)=#'2X�0#�"$#��&#'�^FG"$#'��7 M +!)�#'2��b�& /��+!�'1@#'2�<�L�SK�����P1/<O78+!�%#��&�B#
�!"%78��.�#O+!)\#'2�1/"O�& /��+!�'1@#'2�< 1/"*#'2X�0#b1@#b),+6.�>�"%��"b#'2���d��!.�DJ>�7�"?+��
"$#��&#'��"�#'2X�0#��0�'�\�'�4�&.[2��!d� A�\+��O.�>��%�'���6#' @(O�4:!�!1/ A�!d� /� I +�1/�6#��&.�#'1/+���"
)M�'+!< #'2��� A�!"$#b"$#��&#'�~FG"$#'��7z���+&)3#'2����! /��+&�'1/#'2�<�L�SpT{#?1/"b"%1/<O1@9
 A�&�?#'+�*����! ��-1/<O�O`�(J�X�&<O1/.Oa��'+!�!���&<O<O1A���pF�*s�-`�a-L�<O��#'2�+BH
�/����YIQ32�1/.�2~>�75H��&#'��"P"$#��0#'��"k+��~#%��� I ��.�#'+!�'1/��"P#'2��'+�>���2~#'2��b"$#��&#'�
"%7X�&.���Sk�-2�1/"U7��'+!78���%#V(o.��!�h /�4��Ho#'+�"%1/�!��1@}X.4�&�6#�.�+�<O7�>�#��0#'1A+!�X�& 
"'�4:B1A����"�SKTVH��4�&"�dX�!"%��HR+��R7��'1/+!�'1@#'1/Z��4HR"$Q-����7�1/���~� M ��.�+!>� AH~�& A"%+
d8��.�+!<*d�1/���4Hu1/�6#'+*#'2�1A"3�& /��+!�'1@#'2�<y#'+*1A��.��'�4�&"%�P1@#'"3��wO.�1A����.�(6S

3.2 Learning Algorithm (MAPLE)TV�R /�4�&�'��1A����Y�#'2��b<O+BHJ�� �+!)-#'2��b���B:B1/�'+!��<O���6#4c "�HB(����!<O1/.�"�YN#'2��
#%���!��"%1@#'1A+!�g7��'+�d��!d�1A /1@#'1/��"O�&�XHm�'��Q��0��H�"?+!)�"%1A���� /���!�����B#O]^`�a�"
�!��H�#'2����'��)M+!�'��Y�#'2��R.�+!�%�'��"%78+!�XH�1/����<*>� @#'1i�&�����6#o]^`�ax1/"o>���9
DB��+4Q3�h#'+�#'2��*�!�!���6#'"�Sbq\�����6#'"U /�4�0�'�R#'2��?+�7J#'1A<K�& �"%+� />�#'1/+��R+!)
#'2��s7��'+!d� /��< FG<O+BH��� /�4H�d6(P]^`�ao+!�E<*>� @#'1A�!�!���6#�]^`�a=L�HJ1/�'��.�#' @(
)M�'+!<y1A�6#'�����&.�#'1/+��^Q31@#'2^#'2��U���B:B1@�'+���<O���B#4S

TV�u#'2�1/"3.4�!"%�!Y�Q-�k�&"%"%>�<O��#'2��&#3#'2��[�'�U1/"��?"%��#\+!) l	�!�!���6#'"�#'2X�&#
�! @�'�4�!HJ(K /�4�0�'���4Hb#'2��\+�7J#'1/<K�! X"%+! A>J#'1/+��hFG+!��<O+&�'�3�����������! / @(6YJ>�7�9
78���3�&�XHK /+0Q=���3d8+�>��XHJ"-+��K#'2���+�7�#'1/<K�& 5�!.�#'1/+���:��& />���)M>���.�#'1/+��5L
),+&���U"%78��.�1/}�.3"%1A���� /�\�!�!���6#�#��&"%Db�!��H?Q-+!>� AHb /1/D;��#'+����J7� /+�1@#�1/#�#'+
��wO.�1A���B#' @(o /�4�0�'�#'2��?+!7�#'1/<K�! C78+� /1/.�(oQ32����o#'2���(o�& A ��0�'�bHJ+�1/���
#'2���"'�&<O�U#��!"%Du#'+����[#'2����PF,#'2���<?>� @#'1A�!�!���6#�:����'"%1/+��o+!)I#'2���"'�!<O�
#��!"%D�L�Se�-2����'��)M+!�'��Y\#'2��W#��&"%D�1/"u#'+p /�4�0�'��#'2��h+�7J#'1/<K�! \78+� /1/.�(
),+&�*#'2���<?>� @#'1A�!�����B#k#��&"%Dm<O+BH��� /�4Hmd6(~�o<*>� @#'1A�!�!���6#O]^`UaISCT{)
�4�&.[2o�&�����6#\.4�&�W.[2�+6+�"%�k1@#'"\�!.�#'1/+��^1A��H���78���XH����B#3+&)E#'2��k�&.�#'1/+���"
+!)\+&#'2����*�!�!���6#'"�YI#'2����~#'2��O"%+� />�#'1/+!�g#'+W#'2��O<*>� /#'1A�&�����6#*]^`�a
1/"b#'2��u.�+�<?d�1/�X�0#'1/+���+!)U+!7�#'1/<K�! 3�&.�#'1/+���),+!�b�4�!.�2��&�����6#4SsL=>�#
>�"%>��! / @(h#'2��b��n5��.�#k+!)�+!���O�&�����6#4c "P�!.�#'1/+!�pH���78���XH�"�+��R#'2��O�!.[9
#'1/+���"s#��&D;���bd6(P+!#'2����'"�+&�=.�2�+6+!"%1/���P�!�O�&.�#'1/+��Od6(*�!�O�&�����6#�<K�4(
.�+!��"$#%���!1/�R�!.�#'1/+!��"U#'2X�0#U.4�&�Rd8�?.[2�+�"%���hd6(o+&#'2����'"�SP�-2����'��),+&�'��Y
�4�&.[2u�!�!���6#-"%2�+�>� AHO.�2X�!������1/#'"� /+6.4�! 5 /�4�&�'���4HO78+� /1/.�(O1/�K+!��HJ���=#'+
�!.�2�1/��:��k�*<*>� /#'1A�&�����6#3�� /+!dX�! �+�7J#'1A<K�& 578+� /1/.�(6S

�-2��P���[Q  /�4�0�'��1/�����! /��+&�'1@#'2�<y#'2X�&#\Q-�P7��'��"%���6#�1/�W#'2�1/"�"%��.�#'1/+��
1/"�.4�! / /�4H^]Wq�asrCtjF_]^>� @#'1Aq��!���6#3aE+� /1/.�(�rCts�&�'��1A���BL�S�T_#�>�"%��"�v�9
 /�4�&�'��1/���k�!��HbHJ(J���!<O1/.=<O���'�!1/����#'+U�[wO.�1/���6#' @(*.�+!��"$#%�'>�.�#s�� /+�d��! 
"%+� />J#'1A+!��"P#'+^#'2��O+0:;�����& / -<*>� /#'1A�&�����6#P7��'+!d� /��< )M�'+!<|"%+� />�#'1/+���"
#'+*#'2��U1/�XH�1/:B1AH�>��! C]^`�as"�S

TV�~]Wq�asrCt�YNQ-�b>�"%�b"$(J<*d8+� /"h_ai��&�XH$^Zij),+&��#'2��b /+4Q-���?�&�XH
>�7�78����d8+�>��XHJ"s+!�*#'2��3�&.�#'1/+��O:!�! />���),>���.�#'1/+��O+&)8#'2��-<?>� @#'1A�!�����B#
]^`�aES-l~�R>�"%�$_ t i �!��Hj^*ti �!"�"$(J<*d8+� /"u),+!��#'2�� /+0Q=���h�&�XH
>�7�78���Kd8+�>��XHJ"O+���#'2��h�!.�#'1/+!��:��& />��^)M>���.[#'1A+!��+!) 6 7 � t SzT{)
#'2��3+!7�#'1/<K�! ��!.�#'1/+��K:!�! />���)M>���.[#'1A+!�O),+!��#'2�� ulk
mP�!�����B#4c "-]^`�am1/"
�4:��&1/ i�&d� /��Y�#'2�����_ t i Qn^ ti QSE J)* t S
�-2�1/"C�! /��+&�'1/#'2�< >�"%��"C>�7�78���C�!��HU A+4Q=���Id8+�>��XHJ"�+!�k�!.�#'1/+��P:!�! />���"
+!)="%1/���� /�O�&�����6#P]^`Uas"U#'+u1/��1@#'1A�! /1/Z��O>�7�78�����&�XHh A+4Q=���kd8+�>��XH�"
+��?#'2��3�!.[#'1A+!�O:��& />���"s+!)8#'2���<*>� @#'1A�!�!���6#=]^`�aEY;�&�XH?#'2����b1/��.��'�[9
<O���6#��! / @(O>�75H��&#'��"��!��Hu���&�%�'+4Q3"-#'2���"%��d8+�>��XH�"-H�>��'1/���?1/�6#'�����!.[9
#'1/+��hQ31@#'2R#'2��?���B:B1/�'+!��<O���6#�>�"%1/�����u)M+!�'< +&)3v�9_ /�4�&�'��1/���K#'2X�&#
�! / /+4Q3"�7J�'>���1A���?#'2����!.�#'1/+!��"�Q32�+!"%��d8+�>���H��4HK:!�! />���"3�0�'�kH�+!<O1/9
�X�0#'�4HWd6(^#'2��Pd8+!>���H��4HW:!�! />��k+&)="%+!<O�P+&#'2����U�!.�#'1/+!��S�as"%��>�H�+&9
.�+BHJ�U),+!�\#'2�1/"3�& A�!+!�'1@#'2�<y1/"3"%2�+4Q3�W1/�oq\ A�!+!�'1@#'2�< � S



���
	�����
������� ]Wq�asrCt
�HM3T{��1@#'1A�! /1/Z��KF��B1*NO��� �"05N ��L
� M�� i �
� - %D�"!$#Q% ' rt�� _�� J+* t �
� tB- % t ��&M0/ i �
� - %K��!21 rt�� _�� J+* t �,� tB- % t ��bM�56�,�)��!$5
� M 87�9:7<;=�
�&M TV��1/#'1A�& A1/Z���1
� M 87<9:7�;3�
�&M �=2�+6+�"%��0W)i�'+�< �>�1C��>�"%1/����78+� /1/.�(mHJ���'1/:;�4Ho)M�'+!<�^ i

FG��S ��S/Y ]$9_�!�'����HJ(XL
M M �E�!D;�=�!.�#'1/+!�e08Y&+�d�"%�[�':;���'��Q-�&��H��\�!�XHk"$#��&#'��1 3
���&M �	��
����������
����������	��
�����������! "#��$&%'��(*) / �	�+
� / ��� / �-,�!�HM . � 
����������
��/�0�1��. � 
-�������2�3�	 "*�0$&%4��(*) / . � 
� / ��� / �-,� � M 56
�7���98:�4;<56
�2�>=�. � 
�������

? %'��(*@BA�CEDGFIH��!�+
-���IJI�
�4�&M 1LK� �143
�	�bM [V\ � �,� 1�1/"3#'���'<O1/�X�& 
�4� M0[V\ ���,� �! /�!+!�'1@#'2�<y.�+!�J:����'����"

�-2�1/"K�! /��+&�'1/#'2�< }��'"$#O.�+�<O7�>J#'��"?#'2��^1/��1@#'1A�! 3>�7�78���K�&�XHg /+0Q=���
d8+!>���H�"�+��b#'2����&.�#'1/+��O:!�! />���)M>���.[#'1A+!�b1/�O"$#'��7�" � �!��H5�JSIT_#��! /"%+
1/��1/#'1A�& A1/Z���"�#'2���"%��#\+&)�78+�"%"%1/d� /�?�!.�#'1/+���"\)M+!���4�!.�2o"$#��&#'��17NO�g#'+
#'2��k�!.�#'1/+!�W"%��#\+!)E#'2��U<*>� @#'1i�&�����6#�]^`�aEYF�PY�1/�^"$#'��7 �JS
`�>��'1/���b#'2��?�&�����6#'"�c81/�6#'�����&.�#'1/+��oQ31@#'2W#'2��k���B:B1/�'+!��<O���6#4YJQ32����
#'2��*�& /��+!�'1@#'2�<�:B1/"%1/#'"U�K"$#��0#'�51eN��-Y51@#�.[2�+6+�"%��"�� I +!1/�B#U�!.�#'1/+!�
0K)M�'+!<x#'2��U.�>��%�'���6#3"%��#\+!)I�0:!�!1/ A�!d� /�?�&.�#'1/+���"3)M+!��"$#��&#'��1�Yb�>�1C��Y
>�"%1/���?�P78+! A1/.�(uHJ���'1/:;�4H*)i�'+�< ^ i �!��Hud��!.�DJ"�>�7b#'2���>�7�78���-�!�XH
 /+4Q-�[��d8+�>���H�"�+��k#'2��s:��& A>��=+&)�#'2��=.�2�+�"%���*�&.�#'1/+��?�&#E#'2���.�>J�%�'���6#
"$#��0#'��Y�>�"%1/���*�P),+&�'< +!)Iv�9{ /�4�0�'��1/���?dX�&.[DB>�7u�4�6>X�0#'1/+��FG"$#'��7�"U���
�&�XHR�!�&L�S-�-2��k"%��#\+!)�78+!"%"%1Ad� /�*�&.�#'1/+���"\1/�W"$#��&#'�>1�1/"�7J�'>�����H�d6(
�� A1/<O1/�X�0#'1/���k�!�6(?�!.[#'1A+!�bQ32�+!"%�\>�7�78����d8+!>���H?1/"sQ=+!�'"%��#'2X�&�?#'2��
d8��"$#= /+4Q-���=d8+�>��XH^FG"$#'��7W� � L�Ss�-2����& /��+!�'1@#'2�<�#'���'<O1/���&#'��"�Q32����
+!�� @(g+���� I +�1/�6#u�!.�#'1/+����'��<K�!1/��"*),+&�K�4�!.�2�"$#��0#'��Y-+&�bQ32�����#'2��
���&���!��+&)C�& / 5�0:!�!1/ A�!d� /� I +�1/�6#��!.[#'1A+!��"s),+!�-�!�6(b"$#��0#'���0�'��d8+!>���H��4H
d6(��*7J�'�4H���}����4HK7X�0���!<O��#'�[� ]�S
q\��1/<O78+&�%#��!�6#3�!"%78��.�#3+!)�#'2�1/"3�! /��+&�'1@#'2�< 1/"-#'2X�0#31A�u�4�&.[2�"$#��&#'��Y
+!�� @(W�'��<K�&1/��1/���u�!.[#'1A+!��"��0�'�*d��!.�D;�4HW>�7h�&�XHo"$(J"$#'��<y#%���!��"$)M���'"
#'+k"$#��0#'��"=�'��"%>� /#'1/���P)i�'+�< #'2���"%�3�'��<K�!1/��1/���?�&.�#'1/+���"�S��J1/��.����&)i#'���
���!.�2�:B1/"%1/#b+!)��"$#��&#'��Y=>�"%>��! / @(g<K�!�6(g�!.[#'1A+!��"K�0�'�W�� /1/<O1A���&#'�4H
)i�'+�<x#'2���"%��#3+&)I78+�"%"%1/d� /���&.�#'1/+���"3)M+!�3#'2X�0#�"$#��&#'�!Y�#'2�1A"�7J�'+�78���%#{(
"%1/�!��1@}X.4�&�6#' /(o�'��H�>�.���"�#'2��?.�+!<O7�>J#��&#'1/+����! E.�+!"$#��&�XHo"%78���4HJ"U>�7
#'2��� /�4�&�'��1A���O�! /�!+!�'1@#'2�<WS

�-2�1/"?�& /��+!�'1@#'2�<	2X�!"k�& /"%+o�WH���"%1/���&d� /�O�&�B(B#'1/<O�*.�2X�0���!.�#'�[�'1A"$#'1/.�S
T_)IQ-��2��0:��U#'+b7�1/.�D^�&�o�!.�#'1/+!�o1A�^"$#��&#'�>1kd8�[),+!�'��#'2��k�! /��+&�'1/#'2�<
.�+��B:;���'�!��"kF,Q32�1/ /�U<*>� /#'1/7� A� I +�1/�6#\�!.[#'1A+!��"��'��<K�&1A��1/�u#'2����!.�#'1/+!�
"%�[#?)M+!�b"$#��0#'� 1!L�YIQ=�K7�1/.[Dh#'2��u�&.�#'1/+��mQ31@#'2m#'2��K2�1/�!2���"$#? /+0Q=���
d8+!>���HNSET_)8������Q��!�!���6#3FG"%1/���� /�3�&�����6#�]^`�a=LE�&�%�'1/:;��"Id8��)M+!�'�-#'2��
<?>� @#'1A�!�!���6#^�& /��+!�'1@#'2�< .�+!�J:����'����"�Y\1@#�.4�!�jd8��!.�.�+�<O<O+BH��&#'�4H
HB(J�X�!<O1/.4�& / /(R>�"%1/���^Q32X�0#'��:;���P /+4Q-���b�!�XHR>�7�78�[�kd8+�>���H�"k���J1/"$#
�0#3#'2���#'1/<O�U1@#��&�%�'1/:;��"�S

3.3 Analysis of the Learning AlgorithmT{�~#'2�1/"k"%��.�#'1/+!�mQ-�u�!���! @(JZ��K:��0�'1A+!>�"P�!"%78��.�#'"*+&)�#'2��O7��'+!78+�"%�4H
 /�4�0�'��1/�����& A�!+!�'1@#'2�<WY\1/��.� A>�H�1/���m#'2��o>�7�78�����!�XH� /+4Q-�[�Wd8+�>��XH
1/��1/#'1A�& A1/Z4�0#'1/+���YN�&.�#'1/+��W"%�� A��.�#'1/+���YX7��'>���1/���b�&.�#'1/+���"�Y8�!��H^.�+!�J:����%9
�!����.���S

M�9V9:7�ON&� [V\QP � \ �
���
;��,�-RK;3���
� \ � ��+!�o�&�6( I +�1/�6#W"$#��&#'�D1pQ
�1 _ �4oqoqoq� 1 r �U�!��Hm�!�6( I +!1/�B#*�!.[#'1A+!��08Q �[0 _ �4oqo oq��0 r ��Y�#'2��K�& A�!+!9

�'1@#'2�<	1/��1@#'1A�! /1/Z���"P#'2��O>�7�78���Pd8+�>��XH+��~#'2��O<*>� @#'1A�!�!���6#?]^`�a
�!.[#'1A+!�K:��& A>��\)M>���.�#'1/+��O#'+U#'2��\"%>�<e+!)N#'2��3+!7�#'1/<K�! 8�&.�#'1/+��K:!�! />��
),>���.�#'1/+!��"3+!)I#'2��U"%1/���� /�P�!�!���6#�]^`�a�"�Y

E J �1vQ 1 _ �4oqo oq� 1 r �.0 Q�0 _ �4oqoqoq� 0 r �6S rX
t�� _

E J+* t �1 t �j0 t �

�J1/��.��-#'2��=#'+&#��! J�'��Q��0��H*+!)8#'2��-"$(J"$#'��<�1/"s#'2��-"%>�<O<K�0#'1A+!�?+&)8#'2��
�'��Q-�&��H�"�+!)�"%1A���� /�O�&�����6#k]^`Uas"�YN1@)�#'2����'�?Q=���'�*��+K.�+���"$#%���!1/�6#'"
�!<O+!���b#'2��k�!.�#'1/+���"�+&)s#'2���"%1/���� /�?�!�!���6#k]^`�a�"�YX#'2���� E J �1@�.09�
Q-+!>� AHR���B>��! a� rt�� _ EeJ+* tj�1(t.�j0&t<��Sb�-2��b7J�'��"%����.��b+!)-.�+���"$#%���!1/�6#'"1/<O7� /1/��"�#'2X�0#�#'2��U"%>�< 1A" I >�"$#��!�W>�7�78���-d8+�>���HNS
Ta�>UQ7<ONQ� [V\VP � \ �
� �
;��,�-RD;=���
� \ � ��+!�h�&�B( I +!1A�6#o"$#��0#'��1�Q
�1 _ �4oqoqoq�41 r �U�!�XH~�!�6( I +�1/�6#*�!.�#'1/+��D0DQ �[0 _ �4oqoqoq��0 r ��YE#'2��K�! /��+&9
�'1@#'2�< 1A��1@#'1i�& /1AZ���"b#'2��u /+0Q=���Kd8+�>��XHp+��p#'2��^<*>� @#'1i�&�����6#b]^`�a
�!.[#'1A+!�K:��& A>��\)M>���.�#'1/+��b#'+�#'2��3<K�&�J1/<*>�<�+!)5#'2��3+!7�#'1/<K�! 8�&.�#'1/+��
:!�! />���)M>���.�#'1/+���"3+&)I#'2��U"%1/���! /�?�&�����6#�]^`�a�"�Y
E J �1vQ 1 _ �4oqoqo �	1 r �j0 Q�0 _ �(oqoqoq��0 r �6W b�0�d rt�� _ E J+* t �1 t �j0 t �
q����!1/��Y!"%1/��.��s#'2��s#'+!#��! 6�'��Q-�&��Hk+!)�#'2��s"$(�"$#'��< 1/"E#'2��s"%>�<O<K�0#'1A+!�
+!)C#'2����'��Q-�&��HJ"\+&)�"%1/���� /�k�&�����6#�]^`�a�"�YX�&�XH�"%1/��.��U�'��Q��0��H�"\�&�'�
�! / ���+���9_�����;�0#'1A:���Ys1/)\#'2��u�&�����6#*Q31@#'2g#'2��K A�&�'�!��"$#K+�7J#'1A<K�& ��!.[9
#'1/+��W:!�! />���),+&��"$#��0#'��1��! @Q���(J"�.�2�+6+!"%��"31@#'"\+!7�#'1/<K�! ��!.[#'1A+!�^}��'"$#
�!��H?#'2����b+!#'2������!�����B#'"�#��!D��-#'2���1@��+0Q3�K�&.�#'1/+���"�Y;#'2����?#'2���:!�! />��
+!)s#'2�� I +!1/�B#��!.�#'1/+��hQ31/ / sd8�P�4�6>X�& I�&#U A���!"$#U#'+O#'2��P+�7J#'1/<K�! ��!.[9
#'1/+��o:!�! />���+&)I#'2X�0#��&�����6#4Y3b�0�d rt�� _ E J+* t �1 t �j0 t ��S-�-2����'�[),+!�'�!YX#'2��<K�&�J1/<*>�<�+&)-#'2��*�!.�#'1/+!�m:��& />��*)M>���.[#'1A+!��"k+!)�#'2��b"%1/���� /�K�!�!���6#
]^`�a�"�1A"�#'2��= A+4Q=���=d8+!>���H?+��P#'2��3�&.�#'1/+��b:!�! />��-)M>���.�#'1/+��*+&)8#'2��
<*>� @#'1i�&�����6#�]^`�aES

�YXK���
� \[Z 7<�
71X ���
� \ � q-#P�4�!.�2p"$#'��7NYs]Wq�asrCt .�2�+6+!"%��"b�&.�#'1/+��
)M�'+!<�#'2���"%��#C+!)�78+�"%"%1/d� /���&.�#'1/+���"C),+&�I.�>��%�'���B#�"$#��&#'�!Y�>�"%1A���378+� /1/.�(
H��[�'1A:��4Hu)i�'+�< ^:i�"%>�.�2W�&"0]$9_�!�'���4HJ(6S
�-2���]Wq�asrCt~�& /��+!�'1@#'2�<�7��'>�����"E#'2���"%��#s+!)�78+�"%"%1/d� /�\�!.�#'1/+!��"I),+&�
.�>J�%�'���6#3"$#��&#'�Ud6(u�� /1/<O1A���&#'1/���*�!�6(��!.�#'1/+!�^Q32�+!"%��>�7�78�[��d8+�>��XH
1/"bQ-+&�'"%�W#'2X�!��#'2���d8��"$#K /+0Q=���ud8+�>��XHNS��-2��[�'��),+&�'��Y3�&)i#'���K#'2��
}��'"$#-:J1/"%1@#3+!)E�P"$#��0#'�71�YB#'2��\>�7�78�[��d8+�>��XHO+��u#'2��\:��& A>���+&)E�4�&.[2
�'��<K�&1A���4HW�&.�#'1/+��o1/�W#'2���"%��#�+!)�78+!"%"%1/d� /�*�&.�#'1/+���"�),+&��"$#��0#'�>1;Y�1/"
��+&#* /��"%"?#'2X�!�R#'2��Kd8��"$#b /+4Q-�[�bd8+�>��XH5Sh�-2B>�"�Ys�!.[#'1A+!��"b�&�'���4HB(
Q31@#'2p�'��"%78��.�#?#'+2^:i�Q-+!>� AHpd8�K�!�'���4HB(~Q31@#'2p�'��"%78��.�#?#'+hd8+!#'2
_ i �!�XH>^ i S��-2��k1A��1@#'1i�& /1AZ��&#'1/+��R+!)�#'2�1/"��! /��+&�'1/#'2�<��!>X�&���&�6#'1A��"
#'2�1/"37��'+!78���%#V(u��:����W�0#�#'2��U}��'"$#3:B1/"%1@#\+!)I�4�&.[2^"$#��&#'��S

�YXK���
� \ �  [V\ � \ 	�� ��+&�K�!�6( I +�1/�6#O"$#��&#'�O1OQ �1 _ �4oqoqoq� 1 r*��Y-1@)
#'2��O>�7�78���Pd8+!>��XHR+��g�!�6( I +!1A�6#*�!.�#'1/+!��Y 08Y�1/"? /+4Q-���?#'2X�&�~#'2��
 /+4Q-���Od8+!>���Hm+��p"%+�<O�u+!#'2���� I +�1/�6#O�&.�#'1/+���Ys#'2���� I +�1/�6#O�&.�#'1/+��
0h.4�!����+&#?d8�O+!7�#'1/<K�! s�&�XH~.4�&�~"'�0),�� @(md8�KHJ1/"%.4�&��HJ�4H)i�'+�<	#'2��
78+�"%"%1/d� A���!.[#'1A+!�O"%��#�+!)5"$#��&#'�m1\�!�XH?����:;�[�������4HJ"�#'+�d8�-�'��.�+���"%1iHB9
���'�4H5S��-2�1/"�1/"3�����!.[#' /(u#'2���.��'1@#'���'1/+��o>�"%��H^d6(K+�>����& A�!+!�'1@#'2�< #'+
7��'>������!.�#'1/+���"�S=��>��3�& A�!+!�'1@#'2�< �& A"%+*<K�!1/�6#��!1/��"=#'2��U>�7�78���3�&�XH
 /+4Q-����d8+�>���H^"$#��&#'>�"U�&"�1@#�>�75H��0#'��"\#'2���<x#'+K"'�&#'1/"$)M(^#'2��P�!d8+0:;�
.�+!�XH�1@#'1/+��NS

\ � \	] 7�8	�7 \ XK78� ,�1/:;���^����+�>��!2^#'1/<O��#'2���7��'+�78+!"%�4H^�& /��+!�'1@#'2�<
.�+!�J:����'����"O#'+~#'2��o+�7J#'1A<K�& 378+� /1/.�(��&�XH�+!7�#'1/<K�! \�&.�#'1/+��j:!�! />��
),>���.�#'1/+!�^),+&�\#'2���<*>� /#'1A�&�����6#\]^`�aES

T{)b��:;���%(z"$#��0#'�g�!.�#'1/+�� 7X�!1@�1/"o>�75H��&#'�4Hf1A�J}X��1/#'�� /(f+&)M#'���NY?v�9
 /�4�&�'��1/���K.�+��B:;�[�'����"\#'+b#'2��k+�7J#'1A<K�& C78+! A1/.�(^),+!��#'2���<?>� @#'1A�!�����B#
]^`�a�1/�XHJ��78���XHJ���6#*+&)�#'2���1/��1@#'1A�! 3�!>���"%"�E \ S��-2��WH�1@n5���'����.��
d8��#{Q-�����"$#��!��H��0��H~v�9_ /�4�&�'��1/���W�&�XHh+�>J�k�! /��+&�'1@#'2�< 1/"U#'2X�0#UQ-�



T1: Taxi 1

D1: Destination of Passenger 1

D2: Destination of Passenger 2

P2: Position of Passenger 2

P1: Position of Passenger 1

T2: Taxi 2

0 1 2 3 4

0

1

2

3

4 P1 P2

D1D2

T1

T2

�6�
	 [ �7m����� ��7�� [ �
���
;=	�7 \ ��� ;����-
�� �2;�� \

HJ1/"%.4�&��HP�!.�#'1/+!��"�)i�'+�<f#'2��s"%��#E+&)�78+!"%"%1/d� /�-�&.�#'1/+���"�),+!�E�4�!.�2k"$#��&#'��S
�-2��*�&.�#'1/+���"�Q-�?H�1/"%.4�0��Hh1/�h�O"$#��&#'�*�&�'�P��>��&���!�6#'����Hh��+!#\#'+Kd8�
+!7�#'1/<K�! ��!��H~.4�&����+&#*2��4:;�O�!�6(R��n5��.�#P+!�~#'2��K�&.�#'1/+��p:!�! />��O+&)
#'2��&#\"$#��&#'�!S

4. EXPERIMENTAL RESULTSl~�~��+0Q �&7�7� /(�#'2��~7J�'+�78+!"%�4H�7� i�&����1A�����&�XHz /�4�&�'��1A�����& A�!+!9
�'1@#'2�<O"s#'+k��<O+BH�1@}��4H*:;���'"%1/+!�O+!)5#'2���Q-�� A @9_DB��+4Q3�b#��&�J1X7J�'+�d� A��<
� �4�_S�-2��O"%1/���� /���!�!���6#?#��0��1�7��'+!d� /��<	>�"%��Hm1A�R#'2�1/"?7��!78���P1/"?�
�49_dB(B9V���!�'1AHuQ=+!�' AH^1/��2��!d�1@#'�4HKd6(u�P#��0��1N�&�����6#\�!"�"%2�+4Q3�^1/��}��!9
>J�'�o��Sh�-2��K#��0�J1�7J�'+�d� /��<|1/"P��7�1/"%+BH�1/.�ShT{�m�4�&.[2p��7�1/"%+BH���YI#'2��
#��0�J1�"$#��&�%#'"b1/���h���&�XH�+!<O @(m.�2�+�"%���� /+6.4�0#'1A+!��S��-2��[�'�W�&�'�u#VQ=+
"%78��.�1A�! / @(uH���"%1/�����&#'�4HK /+6.4�&#'1/+!��"�1/�b#'2�1/"�Q=+!�' AHO),+!�-7X�!"%"%�������[�� /+!9
.��&#'1/+���"UFG"%+�>J�'.��&L�Y&�e'��!��H5���BYB�&�XHb#VQ=+k)M+!�=7X�!"%"%�������[�3H���"$#'1/���&9
#'1/+!��"�Y 7 '?�!�XH 7 �6S��-2��P7X�&"%"%�����!����1/�o /+6.4�&#'1/+!���e'kQ31/"%2���"�#'+
d8�\#%���!��"%78+!�%#'�4Hb#'+P A+6.��&#'1/+�� 7 'U�&�XHO7X�&"%"%�����!����1/�� /+6.4�0#'1/+�� ���
Q31/"%2���"�#'+Od8�U#%���&��"%78+!�%#'��H^#'+O A+6.��&#'1/+�� 7 �BS��-2���#��&�J1C<?>�"$#3�!+
#'+O#'2��P /+6.4�0#'1/+��+!)=�b7X�!"%"%�������[�4Y�7�1/.[DB>�7^>�7W#'2��k7��!"%"%���������4Y5�!+
#'+K1@#'"�H���"$#'1/�X�0#'1/+��h /+6.4�&#'1/+��NY��!�XH^H��� /1/:;����#'2��k7X�&"%"%�����!����#'2����'��S
�-2��h��7�1/"%+BH��h����H�"OQ32����j7X�!"%"%�������[�'"^�0�'�RHJ��78+�"%1@#'�4Hj�0#�#'2���1@�
HJ��"$#'1/�X�0#'1A+!�W /+6.4�&#'1/+!��"�S

�-2����'���&�'�(���U"$#��&#'��"�F � �U /+6.4�&#'1/+!��"��&�XH*Q32��[#'2����s#��&�J1�1/"���<O7�#{(6Y
.��&�%�%(J1/���h7X�&"%"%�����!���4�^+&�b.4�0�%�%(J1A���h7X�!"%"%�������[� � L?�&�XH��h�!.�#'1/+!��"
FG<O+0:;�h+!���h"'�6>X�&�'�1/�j),+�>J�oHJ1/�'��.�#'1/+���"�Y � +&�%#'2�Y\lm��"$#4YU�J+!>�#'2
�&�XHWts�!"$#4YXas1/.�DB>�7W�&�XH�as>J#�H�+4Q3�W7X�&"%"%�����!����L-1A�u#'2�1/"37��'+!d� /��<WS
ts�!.�2j�&.�#'1/+���1/"uH���#'�[�'<O1A��1/"$#'1A.!Sz�-2����'�o1/"u�R�'��Q-�&��H�+&)U9'�^)M+!�
���!.�2��&.�#'1/+��g�&�XHp�!�g�!H�HJ1/#'1/+!�X�! ��'��Q��0��H
	 � �W),+!�*"%>�.�.���"%"$),>� A @(
HJ�� /1/:;���'1/����#'2��37��!"%"%���������4S��-2��[�'��1/"-�U�'��Q-�&��HO+!)59'�4��1@)N#'2���#��&�J1
�0#%#'��<O7�#'"I#'+����J��.�>�#'��#'2����� ��� ��� �P+!��� ��� ��3�*�!.�#'1/+!��"=1/ / /���;�& / /(6S
T_)-�O���0:B1/�;�0#'1/+��R�!.�#'1/+��hQ-+!>� AHo.4�!>�"%�?#'2��P#��0��1�#'+u2�1@#�#'2��kQ��& / �Y
#'2��P�!.�#'1/+��o1/"��O��+!9_+!7�Y8�&�XH�#'2����'��1/"�+!�� @(�#'2��k>�"%>X�& ��'��Q-�&��HW+&)
9'�!Ss�-2��\+�7�#'1/<K�& X78+� /1/.�(O1/�O#'2��\"%1/���� /���!�����B#�#��!"%Db1/"s#'+k}��XH*#'2��
.� A+!"%����7X�!"%"%�������[�U�&�XHu#%���&��"%78+&�%#�1@#3}��'"$#4S

�-2��^<?>� @#'1A�!�����B#?:;���'"%1/+!��+&)�#'2��u#��0�J1-7��'+!d� /��< 1/"?�����!.�#' @(m#'2��
"'�&<O�U�&"3#'2���"%1/���! /���!�!���6#37��'+�d� /��<WYB���J.���7J#���+4Q�#'2����'�U�0�'��#VQ=+
#��0�J1A"C1A�k#'2��s���B:B1@�'+���<O���B#4SC�-2���<*>� /#'1A�&�����6#E]^`�ao+!)�#'2���<?>� @#'1@9
�&�����6#�#��!"%D*2��!"-�P� � �bF �����)�!�;LI"$#��&#'��"=�!�XH5�P�OF �����;L��&.�#'1/+���"�S
T_#P1A"P�4�&"$(~#'+o"%2�+4Q�#'2X�0#P#'2��K+�7�#'1/<K�& �78+! A1/.�(R),+&�?#'2�1A"P<*>� @#'1i�09
�!���6#�#��!"%DK1/"���+&#-#'2�� I +�1/�6#3+�7J#'1A<K�& 578+� /1/.�(u+!)E1/��H�1/:B1iHJ>X�& N"%1/���� /�
�&�����6#3#��!"%DB"�S-�=+���"%1iHJ���3#'2���.4�&"%�U#'2X�0#�d8+&#'2�#��0��1/"\�&�'�k.� /+!"%����#'+
+!����7��!"%"%���������\#'2X�&�^#'2���+&#'2����4YJ#'2����u#'2�� I +�1/�6#�+!7�#'1/<K�! N78+� /1/.�(
+&)U"%1/���! /�o�!�!���6#b#��!"%DB"b"'��(J"b#'2X�0#bd8+!#'2g#��&�J1/"b"%2�+�>� AHg<O+0:;�u#'+
#'2��� /+6.4�&#'1/+��h+&)I#'2X�&#\7��!"%"%���������\#'+b7�1/.�D�1@#\>�7NS L=>�#4Y�+�dB:B1A+!>�"% @(
1/�u#'2�1/"3.4�!"%��Y�+��� @(�+!����+&)E#'2���#��0�J1A"-Q31/ / Cd8�U�!d� /�U#'+?7�1/.[DB>�7u#'2��

20

30

40

50

60

70

0 100000 200000 300000 400000 500000 600000 700000 800000

M
e

d
ia

n
 o

f 
N

u
m

b
e

r 
o

f 
S

te
p

s 
/ 

E
p

is
o

d
e

Number of Episodes

Standard Q-Learning
MAPLE

�6�
	 [ 87 �N��� �V�����@	 [ 87������1U��e����;3�`����7������ T�� ;����
	�����
����� 9V8��9:��� 7 P � \ ���V��� 9V;39:7� �
7�;= \ �! g;�� � 7�`����; \
� � ; \VP ;3 P#" �.�
7�;3 \ � \ 	2� \ ; � [ �
� �
;3	�7 \ �Q� ;���� 9V8�%$@�
7<�'&

7X�&"%"%�����!�����!��HP#'2���+!#'2�����+����=)G�&1A /"��!��HP"%2�+�>� AHk�'��9_7� A�!�P#'+�<O+0:;�
�!��H�7�1A.�DB>�7u#'2��U+&#'2����\7X�&"%"%�����!���4S

T{)3Q=�^�&7�7� @(~:��& A>��K1/#'�[���&#'1/+���H�1@�'��.[#' /(~#'+h#'2��K<*>� @#'1A�!�!���6#?#��0�J1
7��'+!d� /��<WYJ1@#3.�+��B:;�[�'����"\�!��H�.�+!<O7�>J#'��"=#'2���+�7�#'1/<K�& N78+! /1A.[(W�&�XH
+�7J#'1/<K�! �:!�! />���)M>���.�#'1/+��U),+&�C#'2��s.�+!�%�'��"%78+!�XH�1/���\<?>� @#'1A�!�!���6#E]^`Ua
�&)i#'���� � "$Q-����7�")(!Y�Q32�1/.�2j1A"u�&d8+�>�#�� �!�!�!�zF �!� � ��� �y� � L
dX�&.[DB>�7�"�SWlj2����'�4�&"�YI#'2��K<O+BH�1@}X��H~:��& />��O1@#'�����&#'1/+!���& /��+!�'1@#'2�<
7��'+!78+�"%�4HK1/�O#'2�1/"=7��!78���4YB1/��1@#'1A�! /1/Z��4HKQ31@#'2u#'2���+!7�#'1/<K�! X"%+! />�#'1/+��
+!)s"%1/���! /�*�&�����6#\#��!"%DB"�YX"%+! A:��P#'2���<*>� @#'1A�!�!���6#3#��&�J1C7J�'+�d� /��<y>�"$9
1/���O /��"%"\#'2X�!� �����!���OdX�&.[DB>�7�"�S��-2���:��& />��k1@#'�����&#'1/+��h�& /��+!�'1@#'2�<
>�"%1/���oHJ(J�X�&<O1/.*<O���'�!1A�����'�4HJ>�.���"k#'2��b�B>�<?d8����+!)-dX�!.�DB>�7�"�dB(
7��'>���1/���^�!.�#'1/+!��"k)M�'+�<	#'2��b"%��#P+!)�78+!"%"%1/d� /�u�!.�#'1/+��p"%�[#?+&)��4�&.[2
"$#��&#'�?�!��HW>�75H��&#'1/���O"$#��0#'��"U+��W#%��� I ��.�#'+!�'1/��"U#'2J�'+�>��!2W#'2��k"$#��&#'�
"%7X�&.���S

�E1/��>J�'� � .�+�<O7��&�'��"�#'2��*78���%),+&�'<K�!��.��O+!)�]Wq�asrCtzQ31@#'2m"$#��!�J9
H��0��Hov�9_ /�4�&�'��1A���O�!��H^"%2�+4Q3"3#'2X�0#U]Wq�a�r�t� /�4�0�'��"3)G�!"$#'�[��#'2��!�
"$#��!��H��0��H�v�9_ /�4�0�'��1/���P1/�K#'2��3<*>� @#'1A�!�!���6#=#��0��1�7��'+�d� /��<WSITV�O#'2�1A"
}X�!>��'��Y&#'2���2�+&�'1AZ�+��6#��! J�&�J1/"E�'��7J�'��"%���6#'"C#'2����B>�<*d8�[�C+&)X��7�1A"%+BHJ��"�Y
�!��Hh#'2��*:;�[�%#'1A.��! s�&�J1/"�"%2�+4Q3"�#'2��?<O�4H�1A�!�h+&)��B>�<*d8�[��+&)-"$#'��7�"
>��6#'1/ C"%>�.�.���"%"��!.[�'+�"%"U��7�1/"%+BH���"�S\��+&�����!.�2o��7�1/"%+BH��!YX#'2���<O�4HJ1A�!�
1/"�#'2���<O�4H�1A�!�^+!)s A�!"$#*�����!���O��7�1/"%+BHJ��"�Y5.4�! /.�>� A�&#'�4Ho1/�W#'���'<O"3+!)
#'2��?�B>�<*d8�[�U+!)-�!.�#'1/+!��"�78���k��7�1/"%+BH���S*TV�o#'2�1/"����J78���'1/<O���6#4Y8Q-�
>�"%��#'2���+�7�#'1/<K�& E�!.[#'1A+!�o:��& />��U),>���.�#'1/+!��"\+!)s"%1/���� /�P�!�!���6#�#��&"%DB"
#'+g1/��1@#'1A�! /1/Z��R#'2��R>�7�78���^�!��H� A+4Q=���od8+�>��XHJ"�+!�z�!.�#'1/+��f:!�! />��
),>���.�#'1/+!�W1/�o]Wq�asrCt�S

TV�U#'2���"%��.�+���Hk�[��78�[�'1A<O���B#4Y�Q-��#'���'<O1/�X�&#'�� /�4�0�'��1/���\+!)B#'2���"%1/���! /�
�!�!���6#3#��&�J157��'+�d� /��< �&)i#'�����?}��J�4HK�B>�<?d8���-+&)���7�1/"%+BH���"PFGd8�[),+!�'�
1@#U.�+!�B:;���'����"[L\�!��Ho>�"%�P1/#'"���+!��9_+�7J#'1A<K�& E�&.�#'1/+��:��& A>��P)M>���.�#'1/+��
#'+P1A��1@#'1i�& /1AZ���#'2��3>�7�78�����&�XHO /+4Q-����d8+!>���H�"=+!�O#'2����!.�#'1/+��u:!�! />��
),>���.�#'1/+!�f1/��]Wq�asrCt�S3�E1/��>J�'�D�p.�+!<O7X�0�'��"�#'2��78�[�%),+!�'<K�&��.��
+!)�]Wq�a�r�t 1/��1@#'1A�! /1/Z��4HmQ31@#'2p��+��J9_+�7�#'1/<K�& ��&.�#'1/+��g:!�! />��b)M>���.[9
#'1/+��oFG��+���9_+!7�#'1/<K�! J�!.[#'1A+!�K:��& A>��-),>���.�#'1/+��O+&)5"%1/���� /�\�!�!���6#�#��&"%DB"
Q32����~ /�4�&�'��1/���W1/"�"$#'+�7�78�4H~�0)M#'��� � ���W�&�XHO�;���W��7�1/"%+BH���"[L\Q31@#'2
"$#��!��H��0��HOv�9_ A���&�'��1/���U1/�b<*>� /#'1A�&�����6#�#��&�J1J7��'+�d� /��<WSI�-2�1A"�}X�!>��'�

* qx"$Q=����7p.�+!��"%1/"$#'"*+&)\�!7�7� @(J1A���h�WdX�&.[DB>�7R+�78�����0#'1/+��p#'+W�4�&.[2
"$#��&#'��1/�^#'2��U"$#��&#'��"%7��!.��!S



20

30

40

50

60

70

0 100000 200000 300000 400000 500000 600000 700000 800000

M
e

d
ia

n
 o

f 
N

u
m

b
e

r 
o

f 
S

te
p

s 
/ 

E
p

is
o

d
e

Number of Episodes

Standard Q-Learning
MAPLE (200)
MAPLE (400)

�6�
	 [ �7��N��� �V�����@	 [ �7������1U � � ��;3������7!����� T�� ;��
	3���
��
������9���39Z�%� 7 P � \ ���V���69V;39:7�h�
7�;3 \ �  l;%� � 7� � ��; \ � � ; \ �
P ;3 P " �.�
7�;= \ � \ 	 � \ � [ �
���
;=	�7 \ �2� ;�����9V8�%$V�
7=���S7 ] 7 \
U ��7 \ �
����� � \ �
���
;3�,�-RD7 P U �
��� \ � \ �B��9����,�2;��6;EXK� �
� \ ] ;3� [ 7
 [V\ X ���
� \ � \ ��� \ 	 �
7`;=	�7 \ �O� ;%��� ��& ���u� T=���7���X�	��; \QP
��
8�X�	� P 7 \ �3� 7 ���u� T=��� \ �
���
;��,�-RK7 P U �
� � \ � \ �4��9V���,�2;3�
;�XK���
� \ ] ;�� [ 7  [V\ X ���
� \ �9U ��7 \ UQ7`� 7� �e� \ ;3� 7`�
7�;3 \ � \ 	
�� ��� \ 	��
7O;3	�7 \ �&� ;%��� �S;� l� 7� ���X� ; \VP 
8��� 7�9@��� � P 7 ���V87 �
� 9:7>XK��� ] 7<��%&

"%2�+4Q3"\#'2��&#\H���"%7�1@#'����+!��9_+�7J#'1A<K�& 51A��1@#'1i�& /1AZ��&#'1/+��h+!)�]Wq�asrCt�YX1@#
"$#'1/ / C /�4�0�'��"�)G�&"$#'���\#'2X�!��"$#��!��H��&��HWv�9{ /�4�0�'��1/���JS

5. EXTENSION TO MULTIAGENT SMDPST{�O"%��.�#'1/+�� � S �JYBQ-�3"%2�+4Q=�4H*#'2X�0#-�U<?>� @#'1A�!�����B#�"$(J"$#'��<e1/�bQ32�1/.[2
�&�����6#'"�<K��(P.[2�+6+�"%��2�1/�!2�9_ /��:;�� 5F,#'��<O78+&���! / @(?�[�J#'���XH���H8L��&.�#'1/+���"�Y
.��!� d8�),+&�'<*>� A�0#'�4H �&"h��<?>� @#'1A�!�����B#W"%��<O1@9$]W�0�'D;+0:zH���.�1A"%1/+!�
7J�'+6.���"%"FG<*>� /#'1A�&�����6#^��]^`�a=L�Y�1/)�#'2��o>���H����' @(J1/���R#'��<O78+!���! / @(
�[�J#'���XH���Hj�!.�#'1/+���"W���J��.�>J#'�4H�d6(j�& A k�&�����6#'"o�0�'��'��"$#%�'1A.[#'�4Hz#'+
]W�0�'D;+0:~+!7�#'1/+���"�ShT{#*�! / /+0Q3"?>�"k#'+h�!7�7� @(g��]^`�a  /�4�&�'��1/����! @9
�!+!�'1@#'2�<O"�"%>�.[2~�!"P��]^`�a�9_d��!"%�4H~v�9{ /�4�0�'��1/���u#'+�#'2���"%�b<*>� @#'1i�09
�!���6#�"$(J"$#'��<O"�S=ts�!.�2 I +�1/�6#�+�7�#'1/+!�o1A"\:B1/��Q-�4H^�!"��!�o1/�XHJ1A:B1/"%1/d� /��Y
+!7X�!�B>��O>���1/#P+&)\�!.�#'1/+��NS^lj2���� I +�1/�6#?+!7�#'1/+��)
�1/"?1/��1@#'1A�&#'��Hm1A�
"$#��0#'��1�YB1/#�#%���&��"%1@#'1/+���"3#'+?"$#��&#'�7143N1/��Q32�1/.�2 I +�1/�6#3+�7J#'1A+!��
k#'���%9
<O1/���&#'��"��!.�.�+&��H�1/���K#'+K+����?+&)�#'2��k#'�[�'<O1A���&#'1/+��h.�+!�XHJ1/#'1/+!��"UHJ��9
}����4Hb)M+!� I +�1/�6#�+�7J#'1A+!��"-1/�u"%��.�#'1/+�� � S �BSsl~��.��!�K>�"%�\#'2�����]^`�a
v�9_ /�4�0�'��1/���u<O��#'2�+BHm� ��Y��	�!��#'+�>�75H��0#'�P#'2�� I +�1/�6#�+�7J#'1A+!�R:!�! />��
)M>���.�#'1/+��sE��1H� 
@�?�0)M#'���O���!.�2�H���.�1/"%1A+!����78+6.[2gQ32����'��#'2�� I +�1/�6#
+!7�#'1/+���
*1/"�#��!D;����1/�W"%+�<O�U"$#��0#'��1P�&�XHK#'���'<O1/�X�&#'��"�1A� 1(3 M
E5�1H� 
@��K5 E5�1H� 
@� Y h�# � YDZ

] R�TCU% / V��Z? -</�A E5�1
3 � 
 3 �  DE5�1@� 
��)

Q32����'�,dOHJ����+&#'��"�#'2����B>�<*d8���s+!)N#'1/<O��"$#'��7�"="%1/��.���1/��1@#'1A�&#'1/+!��+&)
#'2�� I +!1A�6#\+�7J#'1/+���
?�&#\"$#��&#'��1k�!��H�1@#'"�#'���'<O1/�X�0#'1A+!�W�0#�"$#��0#'��1 3 Y
�&�XH �oHJ����+&#'��"?#'2��u.�>�<*>� A�&#'1/:;�KH�1/"%.�+!>��6#'�4H~�'��Q-�&��Hp+0:;���?#'2�1/"
78�[�'1A+BH5S

�-2����'��)M+!�'��Y�Q=�W.4�!���!7�7� @(��!���! /��+&�'1/#'2�< "%1/<O1A A�0�O#'+p]Wq�asrCt
#'+^�!.�.��� /�����&#'�b /�4�0�'��1/���^+!)�.�+6+�78�����0#'1/:;�O<*>� /#'1A�&�����6#�#��&"%DB"UQ31/#'2
#'��<O78+!���! / @(p���B#'����H��4H~�!.�#'1/+���"*d6(~�'��>�"%1/���gFG��+6+BHp+&�b+�7J#'1/<K�! ML
"%+! />�#'1/+���"3#'+k#'2��\#��!"%DOQ32������4�&.[2^�!�!���6#�1/"3�!.�#'1/���*�! /+����OFG>�"%1/���
#'��<O78+!���! / @(O���B#'����H��4H*�!.�#'1/+���"[L�Ss�-2����! /��+&�'1@#'2�< Q=+�>� iHbd8�\"%1/<b9
1/ A�&�I#'+�+!�'1/��1/���! �]Wq�asrCt�Y0���J.���7�#E1A�P"$#'��7 M Q=��#��!D�� I +!1/�B#�+!7�#'1/+��


O1/�h"$#��&#'�e1*�!��Ho�&)M#'�[�7dW�B>�<*d8�[�3+!)s#'1A<O�k"$#'��7�"�1@#�#'�[�'<O1A���&#'��"
�&#-"$#��&#'�71 3 �!��HKQ=���'��.���1/:;���'��Q-�&��H �JY6Q32�1A.�2u1A"�#'2���.�>�<*>� A�&#'1/:;�
H�1/"%.�+!>��6#'�4H��'�[Q��&��HW+0:;�[�\#'2�1/"�78���'1/+BH5S=lm�k"%2�+�>� AHW�& /"%+K�'��7� A�!.��
"$#'��7�"k���b�!��HR���U1A�o]Wq�asrCt�Q31@#'2
_ i �1@� 
��`Q��.'2 Dh � _ i �1@� 
�� Y h�# � Y�Z

] b�0�d % / _ i �1 3 ��
 3 �)

^ i �1@� 
��`Q��.'2 Dh �B^ i �1@� 
�� Y h�# � Y�Z
] b�0�d % / ^ i �1 3 ��
 3 �)

�-2��R�!���! @(J"%1/"o+!)k#'2��R�! /��+&�'1@#'2�< 1/��.� />XH�1/����>�7�78���^�!��Hz /+4Q-�[�
d8+�>��XH~1/��1/#'1A�& A1/Z4�0#'1/+���Y=+�7J#'1A+!�p"%�� /��.�#'1/+��NY=+!7�#'1/+��p7J�'>���1A����Ys�&�XH
.�+!�J:����'������.����'��<K�!1/��"s#'2���"'�&<O���&"-#'2��\+!�'1/��1/���! �]Wq�asrCt��! /��+&9
�'1@#'2�<WY6�[��.���7�#=��+4Q�+!>��3�& A�!+!�'1@#'2�< .�+��B:;�[�'����"=#'+k#'2��32�1A�[���&�'.�2�1@9
.4�& E+�7J#'1A<K�& E78+� /1/.�(o1/��"$#'�4��Ho+!)s�! A+!dX�& I+�7�#'1/<K�& C78+� /1/.�(6S f 1/�����0�%9
.�2�1/.4�! �+!7�#'1/<K�! =78+� /1/.�(g1/"b�h78+� /1/.�(m#'2X�0#O�&.[2�1A��:;��"*#'2��u2�1/��2���"$#
.�>�<*>� A�0#'1A:��W�'��Q��0��H��&<O+����g�& / �78+� /1/.�1/��"W.�+!��"%1/"$#'���6#^Q31@#'2j#'2��
��1/:;���o2�1/�����&�'.�26(mFG78+! A1/.�(^+!)s1/�XHJ1A:B1AH�>��! �+�7�#'1/+!��"[L�S3T{)I#'2��k78+� /1/.�(
H��[}X����HP),+&�=���!.�2O1A��H�1/:B1AH�>X�& �+!7�#'1/+��*1A"s+�7J#'1/<K�! GY�#'2����*2�1A�[���&�'.�2�1@9
.4�& 8+�7�#'1/<K�& X78+� /1/.�(bQ31/ / 5d8�\#'2��\"'�&<O���&"-�� /+!dX�! 8+!7�#'1/<K�! �78+� /1/.�(6S

6. CONCLUSIONS AND FUTURE WORK�-2�1/"k7X�&78���P��H�HJ�'��"%"%��"k#'2��b7��'+!d� /��< +&)���wO.�1A���B#' @(78���%)M+!�'<O1/���
�WHJ��.�1/"%1/+���9_<K�&DJ1/����#��!"%D>�"%1/���o�^�!�'+!>�7R+!)\�!�!���6#'"P�!"P��#'�4�&<WY
Q32������4�!.�2k�!�!���6#E2X�&"C�& @�'�4��HB(U#%���!1/����H�),+!��#'2�1/"5#��!"%D�1/��1/"%+� A�0#'1A+!��S
lm�O)M+!�'<*>� A�&#'�b#'2��K<?>� @#'1A�!�����B#P7J�'+�d� /��<WYE<O+BH��� /�4H~d6(~�W<*>� /9
#'1A�!�!���6#O]^`�aEYC�!"k#'2X�0#?+&)\HJ(J�X�&<O1/.4�! / @(<O���'��1/���^"%1A���� /�u�!�!���6#
#��!"%DB"�Y��4�!.�2*<O+BHJ�� /�4HPd6(P�\"$#��!�XH��&��H*]^`�aES��-2�����Y&Q-��7J�'��"%���6#��
<O+BH�1@}��4Hhv�9_ A���&�'��1/���K�! /��+&�'1/#'2�<�.4�& / A��H~]Wq�a�r�t�F_]^>� @#'1Aq������B#
aE+� /1/.�(?rCts�&�'��1/���BL8),+!�C#'2��=<?>� @#'1A�!�!���6#�]^`�aW�'��"%>� /#'1/���\)i�'+�<�HB(J9
�X�&<O1/.4�! / @(W<O���'�!1/���O"%1/���! A�*�!�!���6#�]^`�a�"�YN�!���! @(JZ��k1@#'"UH�1@n5���'���B#
�!"%78��.�#'"�Y=7J�'+0:;��1@#'"b.�+��B:;���'�!����.��!Y=�&�XHp1/ / A>�"$#%���&#'�W1@#'"b�[wO.�1/����.[(
d6(o.�+!<O7X�&�'1/����1@#'"�78���%)M+!�'<K�!��.��?Q31@#'2"$#��!��H��&��HRv�9_ /�4�&�'��1A���^1/�
#'2���<*>� @#'1A�!�!���6#�#��&�J1N7��'+�d� /��<WS

�J1/��.���#'2�1/"��& /��+!�'1@#'2�<�HB(����!<O1/.4�& A @(�7��'>�����"3#'2���"%��#�+!)�78+!"%"%1Ad� /�
�!.[#'1A+!��"=)M+!�����!.�2u"$#��0#'��YJ+��� /(*�'��<K�!1/��1/���k�!.�#'1/+���"��&�'��dX�&.[D;��Hb>�7
�!��HW"$(J"$#'��< #%���!��"$)M���'"�#'+O"$#��0#'��"��'��"%>� @#'1/���O)M�'+!<y#'2���"%�k�'��<K�!1/��9
1/���K�&.�#'1/+���"�S-�-2�1/"37��'+!78���%#V(�"%1/����1@}�.4�!�6#' @(��'��H�>�.���"�#'2���.�+!<O7�>�9
#��&#'1/+!�X�! N.�+!"$#\�!�XHK"%78���4HJ"->�7K#'2��� /�4�&�'��1A���b�& A�!+!�'1@#'2�<WYJd8��.��!>�"%�
�&)i#'���?�4�!.�2m:B1/"%1/#k#'+o��"$#��&#'��YI>�"%>X�& A @(R<K�!�6(R�!.�#'1/+!��"?�&�'�O�� /1/<O1@9
�X�0#'�4H)i�'+�< #'2��b"%��#P+!)�78+!"%"%1/d� /�u�!.�#'1/+���"�),+!�k#'2��&#P"$#��&#'��Su�-2�1/"
�! /�!+!�'1@#'2�< 2X�&"��& /"%+��OHJ��"%1@���!d� A�P�&�B(B#'1/<O�U.�2X�0���!.�#'���'1/"$#'1/.�S�T_)EQ-�
2X�4:;�k#'+K7�1/.�Do�!�R�!.�#'1/+!�R1/�h"$#��&#'� 1?d8��),+&�'�?#'2��*�& A�!+!�'1@#'2�<�.�+��J9
:;���'�!��"�F,Q32�1/ /�U<?>� @#'1/7� /� I +�1/�6#\�!.�#'1/+!��"-�'��<K�&1A�u1/�u#'2��U�&.�#'1/+��^"%�[#
),+&��"$#��&#'� 1&L�Y0Q-�=7�1/.[DU#'2��-�&.�#'1/+��?Q31@#'2k#'2���2�1/��2���"$#� /+0Q=����d8+�>��XH5S
T{)C�?����Qf�!�!���6#�FG"%1/���! A�U�!�����B#�]^`Ua-L��0�%�'1/:;��"�d8��)M+!�'��#'2���<*>� @#'1/9
�!�!���6#��! /��+&�'1/#'2�<e.�+��B:;���'�!��"�Y61@#s.4�!�*d8�3�!.�.�+!<O<O+BH��0#'�4H*HB(����!<b9
1/.4�! / @(R>�"%1/���^Q32��&#'��:����k /+0Q=���?�!��HR>�7�78���kd8+�>��XHJ"U���J1/"$#*�0#�#'2��
#'1/<O�U1@#��&�%�'1/:;��"�S

lm���! /"%+?H���"%.[�'1Ad8��Hu��.�+&�%�'��"%78+���H�1/���P7� A�&����1/���?�& /��+!�'1@#'2�<�"%1/<O1@9
 A�&��#'+U:!�! />���1@#'�����0#'1/+���Y�#'+U"%+� /:;�-#'2��-<*>� /#'1A�&�����6#�]^`�ah�'��"%>� @#'1/���
)M�'+!< HJ(J���!<O1/.4�! / @(O<O���'�!1/���k"%1/���� /���&�����6#\]^`Uas"�Y��!��Hu"%2�+4Qj1@#'"
d8������}�#'"�dB(U.�+�<O7��&�'1/���31@#'"E.�+!<O7�>�#��0#'1/+��X�& 6.�+�"$#I�!�XH�"%78����H�Q31@#'2
"$#��!��H��0��H^:��& />��U1@#'�����0#'1A+!�o1/�^<*>� @#'1i�&�����6#�#��0��1N7��'+!d� /��<WS

�-2��?D;��(^d8������}�#U+&)->�"%1/���K#'2��*7J�'+�78+�"%��H�& /��+!�'1@#'2�<O"U),+!�U7� A�!�J9
��1/���k�!�XHb /�4�0�'��1/���P>�"%1/���kHJ(J�X�&<O1A.�<O�[�'��1/����1/�O<*>� @#'1i�&�����6#�"$(J"$9
#'��<O"K1/"O#'+p"%78���4H�>�7�.�+!<O7�>�#'1/���5-& /�4�0�'��1/���m#'2��W+�7J#'1/<K�! �78+! @9
1/.�(u1/�o�*<*>� @#'1i�&�����6#\]^`Ua�d6(K���J7� /+�1@#'1/���?#'2��U7J�'1A+&�\DJ��+4Q3 A��H����
�!d8+!>�#u"%1/���! A��&�����6#K#��!"%DB"�S ]^+!�'��+0:;�[�4Y�#'2��W1AH����~+!)PHB(����!<O1/.
<O���'�!1A���h.�+�>� iHpd8�u>�"%��)M>� =#'+o�'�4HJ>�.��K#'2����!<O+!>��6#P+!)�.�+�<O<?>�9
��1/.4�0#'1/+����'���B>�1@�'�4Hm),+!�b.�+6+!��HJ1A���&#'1/+���1/��<?>� @#'1A�!�����B#*7� A�!����1/���JY



Q32����o#'2��P<O+BH��� C+!)s#'2��P���B:J1@�'+!��<O���6#\1/"UDB��+4Q3��SUq�"%"%>�<O��#'2��
.��!"%�^#'2��&#b1/���h<*>� @#'1A�!�!���6#*#��&"%D5Ys�4�&.[2��!�!���6#ODB��+4Q3"*+!�� @(p1@#'"
+4Q3�O"$#��0#'���&�XHb�&.�#'1/+��u�!��H?#'2���)G�&.�#s#'2X�&#�+!#'2����=�!�����B#'"��&�'�\"%1/<b9
1/ A�&�=#'+�1/#-�!��Hb2X�4:;�\�! @�'�4�!HJ(O.�+!<O7�>J#'�4HP#'2��\+!7�#'1/<K�! �"%+� />�#'1/+��K+&)
#'2�1/"-#��!"%DO1/�XHJ1A:B1AH�>��! / @(6SITV�K#'2�1/"-"$(J"$#'��<WYJ�& / ��&�����6#'"�.4�&��>�"%��#'2��
<O+BHJ1@}X�4HK:��& />���1@#'�����0#'1/+��W�& /��+!�'1@#'2�< 1A�6#%�'+BHJ>�.��4HO1/�^"%��.�#'1/+�� �BS/�
#'+O�[wO.�1/���6#' @(W.�+!<O7�>�#'��#'2���+�7J#'1/<K�! I +�1/�6#U�&.�#'1/+��h�&�XH^}X��Hu#'2��
.�>��%�'���6#�"$#��0#'�b�!��H.�>��%�'���6#��&.�#'1/+��#��!D;���hd6(o#'2��P+!#'2����k�&�����6#'"
FG+&)k.�+�>J�'"%��Y\�!�!���6#'"K�����4Hg#'+m>�"%�h�7��'+&#'+6.�+� \#'+m2X�&�XH� /�o.4�&"%��"
Q32����'�O<O+!�'�?#'2X�!�R+����b+�7J#'1A<K�& I +�1/�6#?�!.�#'1/+!�m1/"?�4:!�!1/ A�!d� A�O1/�~�
"$#��0#'��� �0�,L�Ss�-2����'��)M+!�'��YB���!.�2O�!�!���6#=�����4H�"I#'+�.�+!<O<*>���1/.4�&#'��Q31/#'2
+&#'2����'"3+!�� @(KQ32�����1/#\<O+0:;��"�#'+O�?"$#��0#'��Y�Q32�1/.[2^Q-�!"3>��� /1AD��� @(u#'+
d8�U#'2��UHJ��"$#'1/�X�&#'1/+!�W+!)I1@#'"3.�>J�%�'���6#\�!.�#'1/+��W�!�XHu1@#32X�!7�78����"�+!�� @(
1/�W"$#'+6.�2X�&"$#'1/.P���J:B1@�'+���<O���6#'"�S

T{�R#'2�1A"�7��!78���4YNQ-�b�! /"%+o��H�HJ�'��"%"�#'2��*1/"%"%>��O+&)�>�"%1/����2�1/��2J9_ A��:;�� 
F,#'��<O78+!���! / @(U�[�J#'���XH���H8LX�!.�#'1/+!��"C1/��<?>� @#'1A�!�����B#N"$(J"$#'��<O"5),+&�E<O+!�'�
�[wO.�1/���6#�7� A�&����1/���^�&�XHo /�4�&�'��1A����S�l~�?1/ / />�"$#%���&#'�?#'2X�&#U�u<?>� @#'1@9
�&�����6#�"$(J"$#'��< 1/��Q32�1/.[2��!�����B#'"u<K��(�.[2�+6+�"%�o#'��<O78+!���& / /(����B9
#'���XH���H��!.�#'1/+!��"~.��!��d8�m),+&�'<*>� i�0#'�4H��!"R��<*>� @#'1i�&�����6#R"%��<O1@9
]W�0�'D;+0:hH���.�1A"%1/+!�R7J�'+6.���"%"OFG<*>� @#'1i�&�����6#U��]^`�a=L�Y51@)�#'2��?>��XHJ���%9
 @(J1/���p#'��<O78+&���! / @(j���B#'���XHJ�4H��&.�#'1/+���"^���J��.�>�#'��H�dB(��! / ��&�����6#'"
�0�'�U�'��"$#%�'1/.�#'�4H^#'+b]W�&�'D;+0:u+�7�#'1/+!��"�S�lm���& /"%+KH���"%.��'1/d8��2�+0Qz#'2��
<?>� @#'1A�!�!���6#�HJ(J���!<O1/.3<O���'��1/���k)M���&<O��Q-+&�'DO�!��Hb#'2���<?>� @#'1A�!�!���6#
 /�4�0�'��1/���?�! /�!+!�'1@#'2�<x7J�'+�78+!"%�4Hu1/�O#'2�1/"�7X�!78�[�UF_]Wq�asrCt=Ls.4�&�Kd8�
�[�J#'���XH���H^#'+K#'2��?.��!"%�kQ32�����!�!���6#'"U>�"%��#'��<O78+&���! / @(o���B#'����H��4H
�&.�#'1/+���"�S

T{�m#'2��u�! /�!+!�'1@#'2�<O"?7��'+�78+!"%�4Hm1/�p#'2�1/"?7��!78���4YIQ=�^�&"%"%>�<O�O#'2X�0#
�&�����6#'"=�&�'���!d� /��#'+k+�d�"%���':;��#'2��3.�>J�%�'���6#�"$#��0#'��"-�&�XHb.�>J�%�'���6#-�&.�9
#'1/+!��"I+!)��4�!.�2*+&#'2����4S�lm��d8�� /1A��:;�=#'2X�0#E#'2���7��'+!78+�"%�4HP�! /��+&�'1@#'2�<O"
.��!�Od8�����B#'����H��4Hk#'+U#'2���.4�&"%�3Q32����b#'2���"$(J"$#'��<�1/"s��+&#�)M>� / @(*+!d�9
"%�[�':��&d� /��d6(����!.�2o�!�!���6#4S-q\"3)M>�#'>J�'��Q-+&�'D5Y�Q-��1/�6#'���XHK#'+O�!7�7� @(
#'2��K7��'+�78+!"%�4H~<O���'�!1/���h�! /�!+!�'1@#'2�<O"k#'+h�W.�+�<O7� /���~<?>� @#'1A�!�!���6#
#��&"%DW"%>�.�2�!"�q�, � F�q\>�#'+�<K�0#'�4H ,�>�1iHJ�4H ����2�1/.� /�&L3"%.�2���H�>� /1/���
� �4�5�!��H*1/�J:���"$#'1/�;�&#'�3#'2���1/�s��n5��.�#'1/:;������"%"�1/�Od8+!#'2*+�d�"%�[�':��&d� /�\�!�XH
��+��J9{+!d�"%���':!�!d� /�U"$(J"$#'��<O"�Ssq� /"%+�Y����B#'����H�1/���P#'2��U.�+!��.���7�#3+!)IHJ(B9
���!<O1/.^<O�[�'��1/���1/�B#'+#'2��u)M���!<O�[Q-+!�'Dp+&)U7��&�%#'1A�! / @(�+!d�"%���':!�!d� /�
]W�0�'D;+0:WHJ��.�1/"%1/+��h7��'+6.���"%"%��"*F�a���]^`�a�"[L�1/"\7X�&�%#'1/.�>� A�&�' @(W1/�6#'���%9
��"$#'1A���W�&�XHh2X�!"�<K�&�6(o�!7�7� /1/.4�&#'1/+!��"k1/�Rd8+&#'2R"%1/���! /�K�!�����B#��!�XH
<?>� @#'1A�!�!���6#\H�+�<K�&1/��"�S

7. REFERENCES�A�[�kqPS.,?SFL-�&�%#'+JY5�5S���S9L�����HB#'D;��Y��!��Ho�5S��B1A����2NSXrN�4�&�'��1A���*#'+
�!.[#�>�"%1/���*�'�4�& @9_#'1/<O��HB(J�X�!<O1/.U7J�'+��&���!<O<O1/���JS���� ��� � � ����
� �.�	�
��� ���� �%����YX�J78��.�1A�& ��s+� />�<O�HM��=+�<O7�>J#��&#'1/+����! *���"%�4�&�'.�2
+��^TV�6#'�����!.[#'1A+!�W�&�XHWq\������.�(NF � � LiM �B���X�4���BY � +0:;��<?d8���
� M M �6S

� � ��`*S�aESFL����%#'"%��D!�!"��!�XH���S � S��C"%1@#'"%1ADB /1/"�S����  � ������� �.�� ���
� � ����� ���� � ����S8q-#'2����X�*�J.�1/���6#'1@}X.�YbL=�� A<O+!�6#4Y8]WqkY�� MKM �BS

� �0�P��SbL=+�>J#'1/ A1/���4SX�J���B>����6#'1A�! 8+�7J#'1/<K�! /1@#V(K�&�XHK.�+6+!��HJ1A���&#'1/+��^1A�
<*>� @#'1i�&�����6#3"$(J"$#'��<O"�SJTV� �$�&� ����� ��� �����!� �+�"!#�
� �.�	� ���.��������.��%$ �����2�'& ���
�
� � � ����� ���(��� ��� � � ����
� �.�	�
��� ���� �%����) � $�&%� �+* Y8]W�0�'.[2~� MKM M S

� �&�P�5SFL����!HJ#'D;���&�XH^]RSX`U>JnIS *\��1/��)M+!�'.���<O���6#3 A���&�'��1/���
<O��#'2�+BH�"-),+&�\.�+��6#'1/�B>�+�>�"$9�#'1A<O��<K�&�'D;+0:uH���.�1/"%1A+!�
7��'+!d� /��<O"�S,�����1��%���-�����.���  �&�� � �
� �����  ������� �$�&� ���-���������
/0�1���	�-���'Y ��M � M �2���;�!�JYI� MKM �6S

� �4�k��S.,?SX`U1/��#%#'���'1/.�2�S f 1/�����0�'.[2�1A.��! 5�'��1/��),+&�'.���<O���6#\ /�4�&�'��1/���
Q31@#'2^#'2���]Wq'3�v :��& />���)M>���.[#'1A+!�oH���.�+�<O78+!"%1/#'1/+!��S

$ �� � �2�� � �'��� ��� � � ���� � �2�	�
�4� ���� �%���657�-��� �� ��!6YE�(� M �P� �
� ���P�JY
� +0:;��<?d8��� � �!���BS

� �0�?]RS ,�2��0:!�!<OZ���H���2^�&�XHW�8S�]W�!2X�!H���:!�!�NS8�=+!�6#'1A�B>�+�>�"$9�#'1/<O�
2�1/�����&�'.�2�1/.4�& ��'��1/�J),+!�'.���<O���6#3 /�4�&�'��1A����S�TV� � � � ����� ��������� �8�
�"!#�:9 ��1! �	��� �.�"! � �.�	� ���. �������.��;& ���2�
� �8� �%��� ���������! �����
< � �� � �����=) � & � <�* Y�7X�!�!��"k�4�H�2�X� M �JY � ���B��S

� �4��*PS�]W�!D!�&�4Y8�5S�]W�!2���HJ��:��&��Y��!��HW]RS�,�2��4:��&<OZ4��HJ��2�S
f 1/�����&�'.�2�1/.4�& C<?>� @#'1A�!�����B#��'��1A�J),+&�'.���<O���6#3 /�4�&�'��1/����S�TV�
�$�&� ����� ���������!� �+�"!#�?> � � �"! � �2�	� � �2 �������2��@& ���
�
� � � ����� ���
�� �����.��� ��A�6�;��� �.�4�'Y�7X�!�!��" � �@�2� � �P�JY � ���B��S

� �0�?]RS8]W�0#��&�'1/.�S.*\��1/��)M+!�'.���<O���6#3 A���&�'��1/���O1A�u#'2���<?>� @#'1@9_�'+!d8+!#
H�+�<K�&1/��S,�� �����.��� ��A�'5"��B����4��Y9��F$�&LiM �C�C�B�P�JYE� MKM �BS

� M �PqPS6l�S�]^+6+!�'�k�&�XH^��S.,?S�q-#'D;��"%+!��SJaI�'1/+!�'1@#'1/Z��4H^"$Q=����7�1/���bM
*���1/�J),+!�'.���<O���6#3 /�4�&�'��1A���*Q31@#'2W /��"%"�H��&#��*�!�XHu /��"%"\�'���! 
#'1A<O�!SD$ �  ���.�� � �(�� ��! � ��� < � �� � ������Y��(�JF$�&LiM/����� M Y
��.�#'+�d8���k� MKM �BS

�/�4�0�?]RSXr�SXa�>�#'���'<K�&��S.���� �����?�E� � �4�������)� � � ���-���-�-�'SN�-2��
lj1/ A�[(^T{�B#'�[�'"%.�1/����.��!Y � ��QGF=+&�'D8Y0HU��qPY8� MKM ��S

�/���[��IbS2*\+�2��!��1/<K�&����"%2��!��HW�5SX]W�!2���HJ��:��&��S
`U��.�1/"%1/+��J9_#'2���+!�'�[#'1A.k7� i�&����1A���?Q31@#'2W.�+!��.�>J�%�'���6#
#'��<O78+!���& A @(u���B#'����H��4H��!.�#'1/+���"�SXT{� � � � ����� ����������� �+�"!#�
/�� �1� �.�	��� �2�"! � �.�	� ���. �������.��J& ���2�
� �8� �%��� ���LK �%��� � ������2�4�
���(��� ��� � � ���� � �.�	�
��� ���� �%����)
KD� �+* Y�7X�&����"k�4�!�C�X��� �6Y
q�>��!>�"$# � ���J�!S

�/� � �?�5S��J1/���!2o�!��H�`*SX�=+�2���S f +4Qz#'+bHB(����!<O1/.4�& A @(u<O���'�!�
<K�&�'D;+0:KH���.�1/"%1A+!�o7��'+6.���"%"%��"�SXT{� � � � ����� ���������!� �+�"!#�
9M�� �1� �2�"! � �.�	� ���.��������.��J& ���
�
� � � ����� ���(�N�  � ��
� �2� ����� �������� � � � ���-����� ���(/0�1���	�-���'Y5]W�0�'.[2R� MKM M S

�/�(�0��*PS��5S��B>�#%#'+!�^�&�XH^qkS2,?SFL=�&�%#'+�S,5M� ���2� ��� ���-�O� �2� < � ����2�����
��� � �.��� � �  �3��������S5�-2��P]^T$�zaI�'��"%"�Y5�-�&<*d��'1AHJ����YX]WqPY
� MKM �JS

�/�4�&��*PS��8SX�B>�#%#'+!��YB`*SJaI�'��.�>�7�Y��!��H^�8SX�B1/����2NS&L=��#{Q-�����W]^`�a�"
�!�XHu"%��<O1@9V]^`�as"4M�qz)M���!<O�[Q-+!�'DK),+&�3#'��<O78+!���& 
�!d�"$#%���&.�#'1/+��W1/�^�'��1A�J),+&�'.���<O���6#3 /�4�&�'��1/����S���� ��� � � ����
� �.�	�
�4� ���� ������Y�7��!����"P���J��� � �!��YE� MKMKM S

�/�0�4� ,?S�l~��1/"%"�S � �� ����2��� �2�J/#�����	�-����P7� ��� ��� � �Q� � � � �3���!����
���4�������	B  �	� �O��� ��� � � ���� � �.�	�
��� ���� �%����S8�-2��P]^T$�zaI�'��"%"�Y
�-�!<*dJ�'1AH����!Y8]WqkY�� MKMKM S


